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ديناميکی با استفاده از روش کينديناميکی با استفاده از روش کينتحليل تحليل    

 مقدمه

اصول کلی حاکم بر روش کين برای استخراج معادلات ديناميکی سيستمهای  گزارشدر ايـن 

تئورسين  رياضيدان، Professor Tomas R. Kaneاين روش برای اولين بار توسط  شود.مکانيکی بيان می

و به تدريج به  شد مطرح ميلادی 5891سال در  استنفورد مکانيک و استاد دانشکده مکانيک دانشگاه

 گزارشمکانيکی شناخته شد. در کارا برای فرمولاسيون و تحليل سيستمهای ديناميکی عنوان يک روش

تر شدن برای روشنپرش استفاده خواهد شد و  حينديناميکی بدن در  تحليلآتی از اين روش برای 

 ه طور جداگانه تئوری حاکم بر اين روش بيان خواهد شد. ب گزارشمبانی کار انجام شده، در اين 

، تعدادی مثال مناسب و 5-2در بخش ر اين روشپس از بيان مختصری از تئوری حاکم ب

پس از آن که خواننده ديد عميقتری در در انتها شد. خواهد ارائه  2-2در بخش  کلاسيک از اين روش

 . دشخواهد ش با ديگر روشها مقايسه اين رو 3-2مورد اين روش پيدا کرد، در بخش 

ای که هيچ ديدی نسبت به روش کين طوری تهيه شده است که به خواننده گزارشدر کل اين 

، مبانی اوليه اين روش را آموزش بدهد و علاوه بر آن بتواند به تنهايی به عنوان يک جزوه آموزشی ندارد

نياز به زمينه علمی  2-2و  5-2برای استفاده از دو بخش  .شودکين به کار گرفته ب برای تدريس روش

البته خوانندگانی که با روشهايی همچون روش لاگرانژ يا روش گيبزاپل آشنايی داشته  خاصی نيست.
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آشناتر خواهندبود  همچون مختصات و سرعتهای تعميم يافته 5-2باشند، با مفاهيم مطرح شده در بخش 

بخشهای مربوطه را با سرعت بيشتری مرور کنند و روی مطالب مهمتر تمرکز  توانندکه در نتيجه می

  کنند.

  ::مبانی تئوريک روش کين و فرمولاسيون آنمبانی تئوريک روش کين و فرمولاسيون آن  11  ––  22

برای اينکه بتوان از روش کين استفاده کرد بايد با مفاهيم متعددی آشنا بود که  در اين بخش به 

 مفاهيم فرمولاسيون روش کين ارائه خواهد شد. شود و پس از آن آشنايی با اينبيان آنها پرداخته می

  يافته:يافته:مختصات تعميممختصات تعميم  11  --  11  ––  22

بتوان مکان و سرعت تمام اجرام بايد در اولين گام متحرک،  برای حل معادلات حاکم بر اجرام

کرد. برای  و حل استخراجرا  تا بتوان معادلات ديفرانسيل حاکم بر آنها ،را مشخص کردبررسی مورد 

ن نقاط نياز به تعدادی متغير است که معمولا تعدادی طول و يا زاويه هستند که با ترکيب مکاتعيين 

 "دناويت هارتنبرگ"روابط هندسی حاکم بر مکانيزمها و يا استفاده از روشهای استانداردی همچون 

معمولا  شوند وناميده می "يافتهتعميم"کنند. اين مجموعه متغيرها مختصات اجزا را تعيين می موقعيت

اين عدد شود که به طور کلی مشخص می mشوند. تعداد اين متغيرها نيز با عدد نمايش داده می qبا 

 باشد.بزرگتر مساوی درجه آزادی سيستم می

درجه آزادی را تعريف کرد. اگرچه تعريف متداول درجه  یتربه طور دقيق بايد در اين مرحله

با مشکل مواجه  nonholomonicلی اين تعريف در سيستمهای آزادی بر مبنای تعيين مکان نقاط است و

 تر درجه آزادی سيستم بدين قرار است:شود و تعريف دقيقمی

 نقاطِ همهآنها سرعت مقادير تعيين مشخص بودن زمان و حداقل تعداد متغيرهای مستقل که با 

 شود. ناميده می "مکانيکیديناميکی درجه آزادی يک مجموعه" شوداجرام مورد بررسی مشخص میتمامِ 
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که بايد برای حل )تعداد حداکثر شرايط اوليه مستقل سرعت درجه آزادی توسط به عبارت ديگر 

شود و برای يک نمايش داده می n. اين عدد با شودتعيين می (معادلات ديفرانسيل حرکت معلوم باشند

يافته تعميم مختصهعداد متغير باشد با انتخاب همين تن nonholomonicسيستم که دارای قيدهای 

حاکم باشد به  nonholomonicولی اگر در يک سيستم قيدی  مکان تمام اجزا را معين کرد.توان می

متغير مستقل سرعت مورد  nفقط تعداد  امااست تا مکان را تعريف کرد  بيشتری نيازتعداد متغير مستقل 

شود که تعريف دقيق درجه آزادی بر مبنای ث میباعمساله همين  ياز است تا سرعتها را تعيين کرد.ن

 تعيين سرعتها بيان شده باشد.

معادله يا متغير  n+mبه تعداد حداقل باشد  nonholomonicعبارت ديگر اگر تمام قيدها به 

ممکن است  مورد استفادهفرمولاسيون بسته به روش  البتهباشد. معادله قيد نياز می m-n=rحالت و تعداد 

 خواهد داشت. n+mغيرحالت استفاده شود که در هر صورت فضای متغيرهای حالت رنک مت 2mاز 

 پيچيدگی هندسه حاکم و يا نياز به محاسبه نيروهای داخلیاز طرفی به دلايلی مختلف از جمله 

صورت رنک متغيرهای حالت که در اين  شوداستفاده می holomonicدر بسياری از سيستمها از قيدهای 

 :تر اگر فرض شود کهه طور دقيقمتر خواهد بود و بک n+mاز 

 (2 - 1 )  
icnonholomonholomonic rrrnm  

icnonholomonholomonicicnonholomonرنک فضای حالت برابر rrmrn  خواهد بود و البته   222

 متغير خواهد بود. 2mمورد استفاده از عدد فوق تا حالت بسته به روش مورد استفاده تعداد متغيرهای 

های و نحوه تعريف مختصه nonholomonicيا  holomonicاستفاده از معادلات قيد اعم از 

تری يافته پارامتری است که  انتخاب آن در اختيار نويسنده معادلات است و اگر به طور هوشمندانهتعميم

  خواهند بود.نقاط مبهم و سينگولار کمتر  خواهند داشت و یترانتخاب شود معادلات فرم ساده

  يافته:يافته:سرعتهای تعميمسرعتهای تعميم  22  --  11  ––  22
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msqsتواند هر ترکيبی خطی از يافته میسرعت تعميم بنا به تعريف زير 1 يک علاوه ه ب

 ترم ثابت باشد:

 (2 - 2 )  
i

m

i rirr
qtqytqzu  1 ),(),( 

 
 ru :يافته سرعت تعميمr.ام 

  rz:  مقدار ثابتrام. 

   rsy: ماتريس تبديل. 

اشاره به شماره مختصات،  (iX) زيرنويسانديس پس گزارشکلی در نوشتارهای اين  به طور

)مگر اينکه خلاف آن تصريح  دارد يافتهتعميمنظير يک سرعت يا مختصه  يافتهتعميمو يا نيروی  سرعت

انديس  و جسم و يا نيروی موثر وارده دارد(  اشاره به شماره يا اسم jXزبرنويس )انديس پس ،شود(

کند و يا شود اشاره میانسور تعريف میبه نام دستگاهی که در آن يک بردار يا ت( Xk)  زبرنويسپيش

 کند.گيری را مشخص میجسم مبنای اندازه

ترين راه آن آنها ساده تعداد سرعتهای تعميم يافته برابر تعداد درجات آزادی است و برای تعريف

يافته انتخاب شود. اگر اين های تعميمعضوی مختصه mعضوی از مجموعه  nاست که يک مجموعه 

 يافته بدين قرار است:تعميم شود تعريف سرعتهایاول گرفته يافتهعضو اول مختصات تعميم nمجموعه 

 (2 - 3 )  nrqu rr  1
يافته وجود دارد که يکی از رای تعريف سرعتهای تعميمهای مختلف ديگری نيز بالبته گزينه 

باشد که از آنها در استخراج يافته میهای تعميميافته نظير مختصهترين آنها مومنتومهای تعميممناسب

سرعتهای توان شود )مرجع گينسبرگ(. البته از روی تجربه میفرم هميلتونی معادلات استفاده می

 د.نتر باشگوياتر و کرد که معادلات حاصله سادهخابيافته را طوری انتتعميم

  سرعتهای جزيی:سرعتهای جزيی:  33  --  11  ––  22
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 mتوان يک دستگاه معادله قيد روی سرعتها می m-nيافته و سرعت تعميم nبا استفاده از تعريف 

msqs :مجهول با مجهولهای mمعادله،  1  تشکيل داد و از روی آن تمامmsqs 1را بر  ها

nrurحسب ترکيبی خطی از  1:ها محاسبه کرد و نتيجه را بدين صورت بيان کرد 

 (2 - 4 )  
i

n

i siss utqYtqZq  


1
),(),( 

يافته مکان تمام نقاط بر حسب تابعی از از طرفی با توجه به تعريف مختصات تعميم 

msqs 1ها بر حسب گيری از آن سرعتمشتق ها قابل بيان است و در نتيجه باmsqs 1 

nrurقابل بيان است. در نهايت با استفاده از رابطه فوق سرعت تمام نقاط تابعی خطی از  1  خواهد

nrurبر حسب  شتاب ،گيری مجدد از رابطه سرعتشد و البته با مشتق 1   وmsqs 1  به

صورت خطی محاسبه خواهد شد. سپس با استفاده مجدد از رابطه فوق، شتابها به فرم تابعی خطی از 

nrur 1  و تابعی غير خطی ازnrur 1 شد. مشخص خواهد 

tmsqnruوقتی تمام سرعتها به صورت تابعی از  sr ,1,1  ت جزيی بيان شد. سرع

 مطابق تعريف برابر خواهد بود با: Pيک نقطه مانند 

 (2 - 5 )  
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 . P سرعت مطلق نقطه :

است و به  Pدر سرعت نقطه ، ruمشخص کننده ضريب  Pام نقطه rبه عبارت ديگر سرعت جزيی 

tmsqs باشد که تنها تابعی ازری میند سرعت يک کميت برداطور کلی مان ,1  باشد. می 

ای قابل تعريف است. سرعت زاويه ایزاويه طور مشابه سرعت جزيی برای سرعتهمچنين به 

 طبق تعريف برابر است با: Bام جسم r جزيی

 (2 - 6 )  
r
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 يافتهسرعتهای تعميم ،شودآزادی اختيار میيافته برابر درجات از آنجا که تعداد سرعتهای تعميم

ضرب آنها در سرعتهای جزيی نظيرشان، سرعتها بدين حاصلمستقل هستند و در نتيجه از ترکيب خطی 

 اند:قرار قابل محاسبه
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  يافته:يافته:نيروهای تعميمنيروهای تعميم  44  --  11  ––  22

يافته در روشهايی حسب مختصات تعميمبر که ديفرانسيل جابجايی نيروهای موثر ور همانط

کند، به يافته مشخص میهمچون روش لاگرانژی اثر آنها را در معادله نظير هر يک از مختصات تعميم

طور مشابه در روش کين که همچون روش لاگرانژ از معادله هميلتون و رياضيات حساب تغييرات نشات 

شود، چنين نشان داده می rFام که با rفته ياوی تعميمشود تانيرگيرد از سرعتهای جزيی استفاده میمی

  تعريف شود:

 (2 - 9 )  
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 .تا نيروی موثرنشانگر : 

  jM j 1


 .تا گشتاور موثرنشانگر : 

که در اثر آن انرژی به ( است ینيرو )گشتاور، Active Force يا)گشتاور( موثر  یر از نيرومنظو 

نيروهای خارجی هستند مانند نيروی اصطکاک يک سيستم تک  عمدتاشود. اين نيروها سيستم تزريق می

مين لينک متصل به زموتوری لغزد و يا مانند گشتاور جرمی يک جرم که آزادانه روی سطح شيبدار می

iبندی که در اين حالت يک روبات با ساختار بند

r

j

r V


,  جزيی مطلق خطی و دورانی به ترتيب سرعت

 باشند.يا گشتاور مربوطه می نظير محل اعمال نيرو

ند که جابجايی )و يا چرخش برای گشتاورها( در باشوجود داشته  ایداخلی اگر نيروهايیولی 

، آنها نيز نيروی و عمود بر راستای خودشان هم نباشد باشدالعمل آنها مساوی نسمحل اعمال عمل و عک

iشوند و در اين حالت موثر شمرده می

r

j

r V


,  به ترتيب سرعت نسبی )بين محل اعمال عمل و

شامل باشند. به عنوان مثال در سيستمی العمل( خطی و دورانی جزيی نيرو يا گشتاور مربوطه میعکس
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شود. همچنين در يک روبات داخلی شمرده می صطکاک نيروی موثرنيروی ا ،لغزنده سطح شيبدار و جرم

  د.باشنمیگشتاور موتوری لينکهای دوم به بعد نيز نيرويی داخلی ولی موثر  ،بندبند

  ::اينرسیاينرسی  يافتهيافتهنيروهای تعميمنيروهای تعميم  55  --  11  ––  22

به شتابگيری به سمت ديگر معادله برده مطابق ديدگاه دالامبری در روش کين عبارات مربوط 

 خواهند شد و با نام نيروهای اينرسی در يک رابطه جمع نيروها مساوی صفر ظاهر خواهند شد. برای اين

 به صورت زير تعريف خواهند شد: Bبرای جسم کار نيروهای اينرسی 

 (2 - 11 )  B

B

B amR



~

  (2 - 11 )  )(
~ BBBBBB IIM 




 
 Ba

:  شتاب مطلق مرکز جرمB. 

 Bm  جرم جسمB وBI دياديک اينرسی حول مرکز جرم آن. 

  BB 


 .Bجسم ای مطلق به ترتيب سرعت و شتاب زاويه :,

توان می(  8 – 2جود، مشابه رابطه ) تا جسم موگيری رویحال با استفاده از يک مجموع

rFام را که با r يافتهتعميمنيروی اينرسی   شود، بدين قرار تعريف کرد:نشان داده می*

 (2 - 12 )  )
~

.
~

.(
1

* ii

r

i

ii

rr MRVF






 

  انديسi نشانگر اجسام مختلف موجود. 

 i

r

i

r V


,: سم سرعتهای مطلق خطی مرکز جرم و دورانی جi.ام 

  معادلات حرکت:معادلات حرکت:  66  --  11  ––  22

توان نشان داد که معادلات شتابگيری با استفاده ييرات میغبا استفاده از روابط حاکم بر حساب ت

 : (Levinson)مرجع  اريف کين  به قرار زير خواهند بوداز تع

 (2 - 13 )  0*  rr FF
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وجود قيدهای حتی شوند و بر اساس درجات آزادی تنظيم می قفوحرکت در روش معادلات 

nonholomonic  تعداد معادلات شتابگيری را زياد نخواهد کرد. البته بايد توجه داشت که معادله فوق هم

با اضافه کردن معادلات تنها تنها بخشی از معادلات فضای حالت است و شود، که معادله کين ناميده می

متغير حالت  m+n( مجموعه معادلات حالت برای  4 – 2) يا معادلات  يافتهتعميمهای نرخ تغيير مختصه

msqnruنظير  sr  اظ از لحروش فرمولاسيون بسيار مفيد و کامل خواهد شد. اين  1,1

با ارائه تعدادی مثال آشنايی بيشتری در مورد  2 – 2کارا است و پس از آن که در بخش محاسباتی بسيار 

 ای ديگر مقايسه خواهد شد.روشهبا  3 – 2آن حاصل شد در بخش 

شوند و اگر نيروهای داخلی غير موثر يا در روش فوق تنها نيروهای موثر وارد معادلات می

به سيستم  ی مورد نظرقيد نيروهاینظير  ایآزادی مجازی يروهای قيدی مد نظر باشند بايد درجاتن

توان برای توضيح بيشتر به که میاز اين روش استفاده خواهد کرد  2 - 2شود. مثال چهارم بخش  ضافها

اخلی محاسبه نيروهای دتوان گفت که اين کار دقيقا مشابه آن مثال مراجعه کرد. ولی به طور مجمل می

نظير  يافتهتعميمدر فرمولاسيون لاگرانژی است با اين تفاوت که در اين روش کافی است فقط يک سرعت 

 باشد.ای نمیاضافی يافتهتعميماز به تعريف مختصات آزادی مجازی تعريف شده اضافه شود و نيدرجه

  ::حل تعدادی مثال با استفاده از روش کينحل تعدادی مثال با استفاده از روش کين  22  ––  22

های مختلف شود جنبهدر اين بخش تعدادی مساله به روش کين حل خواهد شد و سعی می

 به سادگی در طی چند مثال آتی بيان شود. روش کين

  مثال اول: سيستمی بدون قيدمثال اول: سيستمی بدون قيد

 m1m ,2 با جرمهای  P1P ,2 ای ( از دو جرم نقطه 5 – 2ی مطابق شکل ) سيستم مورد بررس

لغزند. اين دو جرم مطابق شکل به دو فنر خطی به می Tبدون اصطکاک  تشکيل شده است که در تيوب

خود حول محوری افقی  Tاست. تيوب  L1L ,2اند که طول آزاد آنها به ترتيب وصل شده K1K ,2سختی 
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شود. مطلوب است مشخص است و به عنوان ورودی سيستم فرض می t)(که تابع چرخد به نحويمی

 . P1P ,2 معادلات حرکت دو جرم

 

 شکل مثال اول، استخراج معادلات يک سيستم دو درجه آزادی به روش کين. (:  1 - 2)  شکل

 حل:

دو و  (t2,t1t,3مطابق شکل از دستگاه مختصات )درجه آزادی دارد و  2سيستم مورد بررسی 

 شود. در نتيجه مکان جرمها برابر است با:برای توصيف حرکت استفاده می q1q ,2مختصه 

 (2 - 14 )  
111

1 ˆ)( tqLr p 


  (2 - 15 )  
1221

2 ˆ)( tqLLr p 


 ( سرعت دورانی دارد. سرعت آنها برابر است با:t2,t1t,3با توجه به اينکه دستگاه مختصات )  

 (2 - 16 )  
3

3,2,1 t̂ttt  


  (2 - 17 )  
11111

1 ˆ)(ˆ tqLtqv p 




  (2 - 18 )  
222112

2 ˆ)(ˆ tqLLtqv p 




 شوند:بدين ترتيب تعريف می يافتهتعميمدر اين مرحله سرعتهای   

 (2 - 19 )  21  rqu rr


 شود:با جاگذاری رابطه فوق در معادلات سرعت نتيجه می 
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 (2 - 21 )  
11111

1 ˆ)(ˆ tqLtuv p 




  (2 - 21 )  
222112

2 ˆ)(ˆ tqLLtuv p 




  خواهد شد با: و شتاب جرمها برابر 

 (2 - 22 )  
21111

2

111

1 ˆ))(2(ˆ))(( tqLutqLua p  


  (2 - 23 )  
222121

2

2212

2 ˆ))(2(ˆ))(( tqLLutqLLua p  


 سرعتهای جزيی اجرام نيز برابر خواهد شد با: 

 (2 - 24 )  
1

1

1 t̂v
p




  (2 - 25 )  0
1

2 
p

v


  

 (2 - 26 )  0
2

1 
p

v


  (2 - 27 )  
1

1

2 t̂v
p




اينرسی  يافتهتعميمانی ندارند و بنابراين نيروهای دور ای هستند اينرسیاز آنجا که جرمها نقطه 

 برابر خواهند شد با:

 (2 - 28 )  )).().(( 2

2

2

1

1

1

1

11
* pppp

amvamvF




  (2 - 29 )  )).().(( 2

2

2

2

1

1

1

22
* pppp

amvamvF




 شود:که با جاگذاری روابط قبلی در روابط فوق نتيجه می 

 (2 - 31 )  ))(( 2

11111
* qLumF 

  (2 - 31 )  ))(( 2

221222
* qLLumF 

 نظير نيروهای موثر را وارد محاسبات کرد. در سيستم يافتهتعميمحله بعد بايد نيروهای در مر 

تيوب بدون )نيروهای نرمال ديواره نيروهای وارده از است،  m1m ,2مورد بررسی که فقط شامل دو جرم 

شود که در اين ميان تنها نيروی فنر و وزن نيروی فعال هستند و می تشکيل، فنر و وزن است( اصطکاک

 ثر برابرند با:در نتيجه نيروهای مو

 (2 - 32 )  
211122111

1 ˆ))sin((ˆ))()cos(( tgmtqqkqkgmR p  


  (2 - 33 )  
2211222

2 ˆ))sin((ˆ))()cos(( tgmtqqkgmR p  


 شود:محل اعمال اين نيروها همان مرکز جرمها است که نتيجه می 

 (2 - 34 )  22

1

11

11 .. pppp
RvRvF




  (2 - 35 )  22

2

11

22 .. pppp
RvRvF




  شود:که با جاگذاری روابط قبلی در روابط فوق نتيجه می 
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 (2 - 36 )  ))()cos(( 1221111 qqkqkgmF  
  (2 - 37 )  ))()cos(( 12222 qqkgmF  
در معادلات کين معادلات شتابگيری به فرم زير  يافتهتعميمدر نهايت با جاگذاری روابط نيروهای  

  شود.حاصل می

 (2 - 38 )  0))()cos(())((:1 122111

2

1111  qqkqkgmqLumr 

  (2 - 39 )  0)()cos(())((:2 1222

2

22122  qqkgmqLLumr 

اخلی چراکه حداقل دو نيروی د ،در اين مثال خاص برتری اين روش به روش نيوتن روشن است 

اند. ولی در مقابل روش لاگرانژ، حل اين مساله با روش کين طولانيتر است و نرمال وارد محاسبات نشده

 رسد.ای روش لاگرانژ  مناسبتر به نظر میبرای چنين مساله ساده

  پيچيدهپيچيده  hhoolloommoonniiccمثال دوم: سيستمی با قيدهای مثال دوم: سيستمی با قيدهای 

 m1m ,2 با جرمهای  P1P ,2 ی ا( از دو جرم نقطه 2 – 2سيستم مورد بررسی مطابق شکل ) 

. کنندشده در يک صفحه عمودی حرکت میای نشان دادهتوسط مکانيزم چهارميلهتشکيل شده است که 

ای های آن جرم گستردهچرخد و ميلهشود میوارد می A گزارشکه در م ای توسط گشتاورچهارميله

تنها اينرسی موجود در سيستم رارگرفته در محل اتصال لينکها ق P1P ,2 ای نقطه هایجرم ندارند و

 .ایه حرکت چهارميلهمطلوب است معادل باشند.می
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 .با استفاده ازروش کين ایهارميلهشکل مثال دوم، استخراج معادلات چ (:  2 - 2)  شکل

 حل:

سيستم مورد بررسی تنها يک درجه آزادی دارد ولی توصيف مکان اجزا آن با يک مختصه 

مختصه  3( برای توصيف مکان اجزا از  2 – 2بسيار مشکل است و در عوض مطابق شکل )  افتهيتعميم

 شوند:سادگی عبارتهای مثلثاتی به فرم زير نمايش داده میشود. برای استفاده می يافتهتعميم

 (2 - 41 )  )cos( ii qc 

  (2 - 41 )  )sin( ii qs 

حاکم  يافتهتعميمهای قيد هولومونيک زير ميان مختصه ایبا توجه به حلقه موجود در چهارميله 

  باشد:می

 (2 - 42 )  0332211  cLcLcL

  (2 - 43 )  04332211  LsLsLsL

  شود:چنين تعريف میمورد نياز  يافتهتعميمسرعت  تک 

 (2 - 44 )  
11 qu 

 شود:گيری از دو رابطه قيدی نتيجه میبا مشتق 
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 (2 - 45 )  0333222111  qsLqsLqsL 
  (2 - 46 )  0333222111  qcLqcLqcL 
ها ديده شوند با حل آنها نتيجه iqمعادله بر حسب  3اگر سه رابطه متوالی فوق به صورت  

 شود:می

 (2 - 47 )  
111

233

121

232

131

3

2

1

)(

)(

)(

1

)sin(

)sin(

)sin(

)sin(

1

uqYu

qB

qA
u

qqL

qqL

qqL

qqL

q

q

q

q 
































































































 

 مکان جرمها برابر است با:شود. محاسبه می يافتهتعميمدر مرحله بعد نيروهای اينرسی 

 (2 - 48 )  )ˆˆ( 111

1 jsicLr p 


  (2 - 49 )  jLjsicLr p ˆ)ˆˆ( 4333

2 


 و سرعت آنها برابر خواهد شد با: 

 (2 - 51 )  )ˆˆ( 1111

1 jcisqLv p  


  (2 - 51 )  )ˆˆ( 3333

2 jcisqLv p  


  شود:( در روابط فوق نتيجه می 44 – 2با جاگذاری روابط )  

 (2 - 52 )  )ˆˆ( 1111

1 jcisuLv p 


  (2 - 53 )  )ˆˆ()( 3313

2 jcisuqBLv p 


  ند بود با:و سرعتهای جزيی برابر خواه 

 (2 - 54 )  )ˆˆ( 111

1

1 jcisLv
p




  (2 - 55 )  )ˆˆ)(( 333

2

1 jcisqBLv
p




 و شتاب جسمهای مورد بررسی برابر خواهد بود با: 

 (2 - 56 )  ))ˆˆ()ˆˆ(( 11

2

11111

1 jsicujcisuLa p  


 
 (2 - 57 )  ))ˆˆ(

)(
)ˆˆ()()ˆˆ()(( 33133

2

1

2

3313

2 jcisuq
q

qB
jsicuqBjcisuqBLa p 




 



 
 شود:( در رابطه فوق نتيجه می 44 – 2با جاگذاری روابط ) 

 (2 - 58 )  ))ˆˆ()(
)(

)ˆˆ()()ˆˆ()(( 33

2

133

2

1

2

3313

2 jcisuqY
q

qB
jsicuqBjcisuqBLa p 




 



 
 را حساب کرد: يافتهتعميمنيروهای اينرسی  تواننهايتا می
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 (2 - 59 )  
1

2

11

1

1

1

11

1* ).( uLmamvF ppp





 
 (2 - 61 )  ))(

)(
)()(().(

2

11

2

32

2

2

2

11

2* uqY
q

qB
uqBqBLmamvF ppp




 



 
 شود:و با جمع کردن دو رابطه فوق نتيجه می

 (2 - 61 )  )))(
)(

)()(((
2

11

2

321

2

111

2*
1

2*
1

* uqY
q

qB
uqBqBLmuLmFFF

pp




 

 
را محاسبه کرد. اين نيروها حاصل اثر گشتاور ورودی و  يافتهتعميمدر مرحله بعد بايد نيروهای 

  هستند. برای نيروهای وزن: P1P ,2 وزن دو جرم نيروهای 

 (2 - 62 )  igmRW ˆ
1

1 


  (2 - 63 )  igmRW ˆ
2

2 


است و همان سرعتهای جزيی را  P1P ,2ای محل اعمال اين نيروها همان مراکز دو جرم نقطه 

 دارد و در نتيجه: 

 (2 - 64 )  ))((.. 333111

22

1

11

11 qBsLmsLmgRvRvF WpWpW 


 همچنين برای گشتاور اعمالی: 

 (2 - 65 )  kR ˆ 


  (2 - 66 )  kukq ˆˆ
11  


  (2 - 67 )  k̂1 





  (2 - 68 )     RF


 .11

 شود:که در نهايت با جمع اثر وزن و گشتاور نتيجه می  

 (2 - 69 )  ))(( 333111111 qBsLmsLmgFFF W  

 با جاگذاری در معادله کين و کمی جابجاکردن عبارات حاصله معادله نهايی به فرم زير بدست 

  آيد:می

 (2 - 71 )  



 ))(()(

)(
)())(( 333111

2

1

2

321

22

32

2

11 qBsLmsLmguqY
q

qB
qBLmuqBLmLm 

 
معادله فوق بسيار ارزشمند است و هرگز با روشهای مرسومی چون روش نيوتنی و يا روش 

د. در روش نيوتنی برای رسيدن به چنين ای رسيتوان به اين سادگی به چنين معادلهلاگرانژی نمی

فرمولاسيونی نياز به محاسبات بسيار زيادی است و روش لاگرانژی مرسوم به چند معادله همراه با قيد 

تنها يک  تر است. از سوی ديگر اين معادلههزينهتر هستند و هم حل زمانی آنها پررسد که هم پيچيدهمی
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گيرد. يک نکته قابل توجه آن است که وی آن آسانتر صورت میسازی رمتغير دارد و عمليات بهينه

تر در معادلات فوق( را به روش کين محاسبه کرد و عبارات ساده 2Pتر )مانند اثر توان عبارات پيچيدهمی

 کرد. را با استفاده از روشهای ديگر وارد معادلات در معادلات فوق( و يا اثر  1P)مانند اثر 

    nnoonnhhoolloommoonniiccوم: سيستمی با قيدهای وم: سيستمی با قيدهای سسمثال مثال 

ای افقی بدون دستی است که در صفحهيک گاری(  3 – 2سيستم مورد بررسی مطابق شکل ) 

 Iممان اينرسی آن حول محور عمودی  و Gمرکز جرم آن  ،wbmغلطد. جرم ارابه گونه لغزشی میهيچ

باشد. دو نيروی می Jآن حول محور چرخش آن  و ممان اينرسی r، شعاع آن wmجرم چرخ  باشد.می

 Fو اندازه آن د سازمی ارابه زاويهطولی با محور مولفه افقی آنها مطابق شکل  که AR, BR خارجی

 است معادلات حرکت ارابه:باشند. مطلوب شوند و عامل حرکت آن میبه ارابه وارد میباشد، می

 

 .nonholomonicاستخراج معادلات حرکت برای سيستمی با قيدهای م، سوشکل مثال  (:  3 - 2)  شکل

 حل:
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برای  اما .درجه آزادی دارد دوسيستم مورد بررسی تنها ای است، از آنجا که حرکت ارابه صفحه

بر حرکت آن  nonholomonicقيد  2نياز است و در واقع  يافتهتعميممختصه  4ه توصيف مکان اجزا آن ب

 باشند.مربوط به عدم لغزش چرخ میقيد حاکم است که هر دو 

شود. متصل به ارابه فرض می xyzمتصل به زمين و دستگاه  XYZمطابق شکل دستگاه 

 شود:يافته به قرار زير تعريف میمختصات تعميم

 (2 - 71 )  









































c

c

Y

X

q

q

q

q

q




4

3

2

1

 

 : .زاويه غلطش چرخ 

  cc YX  .چرخمحل مرکز : ,

 :  زاويه محور طولی ارابه با محورX .مرجع 

بايد دو سرعت مستقل طوری تعيين شوند که با داشتن آنها  يافتهتعميمبرای انتخاب سرعتهای 

 شوند:بدين صورت تعريف می يافتهتعميمسرعت تمام نقاط مشخص باشد. برای اينکار سرعتهای 

 (2 - 72 )  



















v

u

u
u

2

1

 
 v : نقطه اندازه سرعتC . 

ccدر امتداد محور طولی ارابه است و البته از روی  vاز آنجا که  YX هم قابل محاسبه است  ,

 شود:نتيجه می

 (2 - 73 )  ivJYIXvv cc

Cw ˆˆˆ  

quاز رابطه فوق دو رابطه بين   , شود:نتيجه می  

 (2 - 74 )  )cos()cos( 1  uvX c 

  (2 - 75 )  )sin()sin( 1  uvYc 

 دهد:همچنين شرط عدم لغزش طولی چرخ نتيجه می 

 (2 - 76 )  
r

u

r

v 1
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quبدين ترتيب مجموعه روابط بين  , شود و حال بايد نيروهای اينرسی را محاسبه کامل می

 کرد:

 برابرند با:ای ارابه نرخهای زاويهخ و چربرای 

 (2 - 77 )  kuKuKwb ˆˆˆ
22  

  (2 - 78 )  KuKwb ˆˆ
2



  

 (2 - 79 )  kuj
r

u
jwbw ˆˆˆ

2
1   

 
 (2 - 81 )  kuj

r

u
i

r

uu
kuj

r

u wwbw ˆˆˆˆˆ
2

121
2

1 





 
 

 با: ندارابه برابر چرخ و خطی مرکز جرمو شتاب سرعت 

 (2 - 81 )  jluiujlivrvvv CGwbCGwb ˆˆˆˆ
21

/   

  

 (2 - 82 )  juuiu
dt

iud
aa Cw ˆˆ)ˆ(

211
1  



 
 (2 - 83 )  juluuiluurraaa CGwbwbCGwbCGwb ˆ)(ˆ)()( 221

2

21

// 


 
 سرعتهای جزيی برابرند با: 

 (2 - 84 )  01 
wb




  (2 - 85 )  k
wb ˆ

2 


  

 (2 - 86 )  j
r

w ˆ1
1 


 
 (2 - 87 )  k

w ˆ
2 


  

 (2 - 88 )  iv
w ˆ

1 


  (2 - 89 )  02 
w

v


  

 (2 - 91 )  iv
wb ˆ

1 


  (2 - 91 )  jlv
wb ˆ

2 


 شود:با توجه به تقارن چرخ نتيجه می يافتهتعميممحاسبه نيروهای اينرسی برای  
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 (2 - 92 )  























2
00

00

00
2

J
J

J

I wxyz

 

 شود:با استفاده از مقدار فوق نتيجه می

 (2 - 93 )  )(
~ wwwwww IIM 




 
 (2 - 94 )  )ˆ

2
ˆˆ()ˆ

2
ˆ

2
ˆˆ

2
(

~ 2121212121 k
u

j
r

u
i

r

uu
Ji

r

uu
k

u
j

r

u
i

r

uu
JM w 



 
 (2 - 95 )  )ˆ()(

~
2kuIIIM wbwbwbwbwbwb 


 

 شود:بنابراين نتيجه می 

 (2 - 96 )  )(
~~

2

1
11

r

u
JMM wbwbww 


 

 (2 - 97 )  )
2

(
~~ 2

222

u
JuIMM wbwbww 





 

 نظير مومنتوم خطی:اينرسی  يافتهتعميمهمچنين برای نيروهای 

 (2 - 98 )  ))(().().( 211 ummamvamv wbw

wb

wb

wbw

w

w 




  (2 - 99 )  ))(().().( 22122 uluulmamvamv wb

wb

wb

wbw

w

w 




 شود:معادله فوق نتيجه می 4با جمع کردن عناصر متناظر در  

 (2 - 111 )  ))((
2

22

1
2

*

1 lum
r

u
JummF wbwbw 



 

 (2 - 111 )  ))
2

(( 212

2*

2 uulmulm
J

IF wbwb  
 

را محاسبه کرد. با توجه به شرط عدم لغزش و حرکت در  يافتهتعميميروهای عد بايد ندر مرحله ب

شود و البته در اين ميان فقط مولفه وارد می گاریست که به دسته صفحه افقی تنها نيروی موثر نيرويی ا

ت که شود )البته به خاطر دوران چرخ حول دو محور، نياز به گشتاوری اسافقی آن وارد معادلات می

 :های عمودی نيروی دسته بايد وارد شود(توسط مولفه

 (2 - 112 )  )ˆ)(sinˆ)os(( jicRRR AB  


 سرعت محل اثر آنها را محاسبه کرد: اين نيروها ابتدا بايداثر برای محاسبه  

 (2 - 113 )  jpuiquujpiqvrvv CAwbCA ˆˆ)(ˆˆ)( 221

/   

  (2 - 114 )  jpuiquujpiqvrvv CBwbCB ˆˆ)(ˆˆ)( 221

/   

 جزيی برابرند با:سرعتهای  



 

 

19 

 (2 - 115 )  iv
A ˆ

1 


  (2 - 116 )  jpiqv
A ˆˆ

2 


  

 (2 - 117 )  iv
B ˆ

1 


  (2 - 118 )  jpiqv
B ˆˆ

2 


 برابر خواهند شد با: يافتهتعميمو نهايتا نيروهای  

 (2 - 119 )  )os(2.. 111 RcRvRvF BBAA




  (2 - 111 )  )(sin2.. 222 pRRvRvF BBAA




 شوند:معادلات حرکت به فرم زيرنتيجه مینهايتا بنابراين  

 (2 - 111 )  )os(2)(:1
2

22

1
2 Rclum

r

u
Jummr wbwbw 



 

 (2 - 112 )  )(sin2)
2

(:2 212

2 pRuulmulm
J

Ir wbwb  
 

باشند به هيچ وجه با روش لاگرانژ قابل استحصال نيستند و هم میمعادلات فوق که نسبتا ساده 

معادله شتابگيری  4حتما  ،nonholomonicقيد  2بايد توجه داشت که روش لاگرانژ به خاطر حضور 

لات خواهند شد و محاسبات حل کميت نيروی قيدی هم وارد معاد 2خواهد داشت که در اين ميان 

با تعداد عمليات کمتری در روش لاگرانژ تر خواهد بود. اگرچه شايد معادلات حرکت هزينهعددی بسيار پر

قابل محاسبه باشند وليکن اگر حل عددی آن معادلات هم مطلوب باشد در آن صورت بايد از معادلات 

سيون اوليه دو روش تقريبا مساوی خواهد شد که نهايتا حجم عمليات فرمولاقيدی سرعت مشتق گرفت 

  حل عددی روش کين به مراتب آسانتر خواهد بود. اما

باشد که می 364-365 مرجع )گينسبرگ( صفحات ی دره از مثالاز جهت ديگر اين مثال برگرفت

شود. شود و دقيقا معادلات به همين فرم حاصل میروش گيبزاپل حل می بهدر آنجا اين مثال 

توانند مشابهت ذاتی دو روش گيبزاپل و کين را در اين آشنايی دارند مینندگانی که با روش فوق خوا

 مثال مورد بررسی قرار بدهند.

اش قيدهای حاکمه نکته قابل توجه ديگر در اين مثال اين است که اگر چه برخلاف مثال قبلی

nonholomonic د بودند، اما روش کين در برخورد با هر دو نوع قيholomonic  يا nonholomonic  قادر
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به استخراج تعداد معادلاتی دقيقا برابر تعداد درجات آزادی است. اما روشهايی مثل روش لاگرانژ اگر فقط 

های پيچده )مانند مثال دوم( باشند قادر به اينکار هستند و البته در برخورد با هندسه holomonicقيدها 

 گو است. اين قابليت آنها به سختی پاسخ

    م: محاسبه نيروهای قيدیم: محاسبه نيروهای قيدیچهارچهارمثال مثال 

، و جرم Rm و جرم  2Lبه طول نازک ای ( از ميله 4 – 2سيستم مورد بررسی مطابق شکل ) 

لغزد. ميله مورد بررسی به محور ، تشکيل شده است که بدون اصطکاک روی آن میPmای با جرم لغزنده

 لغزد. به اين محور بدون جرم ازمی Bون اصطکاک اين محور روی ياتاقان بد وباشد وصل می Sثابت 

مطلوب باشد. شود که عامل حرکت آن میوارد می( 1sور )در جهت مح Tخارج سيستم گشتاور محرک 

 :است

 دو جرم مذکور.معادلات حرکت  الف:

استفاده شود   (s2,s1s,3و )  (r2,r1r,3مطابق شکل از دستگاه متعامد راستگرد مختصات ) ب: اگر

  زير: لوب است نيروهای قيدیمط

 لغزنده. ميله و جرم یتماسنيروی   3rمولفه  -

 در نقطه تماس. Sگشتاور اتصال ميله و محور   2sمولفه  -

 .Bو ياتاقان  Sنيروی تماسی محور   1sمولفه  -

که ای نيز همواره در صفحه  2sباشد و محور می Sراستای محور همواره در  1sمطابق تعريف محور 

باشد و می Rهمواره در راستای ميله  1rشود قرار دارد. همچنين محور تشکيل می Rو ميله  Sمحور از 

 شود قرار دارد.تشکيل می Rو ميله  Sای که از محور نيز همواره در صفحه  2rمحور 



 

 

21 

 

 اسبه نيروهای قيدی.شکل مثال چهارم، مح (:  4 - 2)  شکل

 حل:

بنابراين برای استخراج معادلات  و ی داردزادسيستم مورد بررسی تنها دو درجه آ واضح است که

محل  1qمختصه   تعريف شوند. ( 4 – 2)  مطابق شکل يافتهتعميمحاکم بر آن کافی است که دو مختصه 

مختصه البته  ،کندرا مشخص می Sچرخش محور  2qکند و مختصه جرم لغزنده را روی ميله مشخص می

2q .صريحا در معادلات وارد نخواهد شد 

تدا بخش الف مساله حل خواهد شد تا معادلات اصلی شتابگيری استخراج شود و بنابراين دو اب

 شوند:بدين ترتيب تعريف میمورد نياز  يافتهتعميم سرعت

 (2 - 113 )  
11 qu 

  (2 - 114 )  
122
ˆ.squ R


 

 اند:سرعتهای مرکز اجرام بدين ترتيب قابل محاسبه 
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 (2 - 115 )  
12 ŝuR 



  

 (2 - 116 )  
321
ˆ)sin()ˆ( ruLrLv RR  



  (2 - 117 )  
321111111
ˆ)sin(ˆ)ˆ(ˆ ruqrurqrqv RP  






 بنابراين سرعتهای جزيی اين اجسام برابرند با: 

 (2 - 118 )  01 
R

v


  (2 - 119 )  
32
ˆ)sin( rLv

R




  

 (2 - 121 )  01 
R




  (2 - 121 )  )ˆ)sin(ˆ)(cos(ˆ
2112 rrs

R
 



  

 (2 - 122 )  
11 r̂v

P




  (2 - 123 )  
312
ˆ)sin( rqv

P




 از طرفی شتاب اجسام برابرند با: 

 (2 - 124 )  )ˆˆ)(sin()(ˆ)sin( 3

2

23232 suruLvruLa RRR  






   

 (2 - 125 )  PRP vruquurua  





3212111
ˆ))(sin(ˆ

  (2 - 126 )  )ˆˆ)2)((sin(ˆ
21

2

23212111 squruquuruaP  



ای آن بايد در دستگاه محورهای اصلی بيان ، نرخهای زاويهRميله برای محاسبات اثرات دورانی  

 برای اينکار: شوند

 (2 - 127 )  )ˆ)sin(ˆ)(cos(ˆ
21212 rrusuR  



  (2 - 128 )  )ˆ)sin(ˆ)(cos(ˆ
21212 rrusuR   



  

 (2 - 129 )  



















100

010

000

3

2
),,( 321

Lm
I RRrrr

 

 شود:با استفاده از مقدار فوق نتيجه می

 (2 - 131 )  )ˆ)cos(ˆ)(sin(
3

)(
~

3

2

222

2

ruru
Lm

IIM RRRRRRR   
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 مربوط به جابجايی مراکز جرمها برابر خواهد بود با: يافتهتعميمبنابراين نيروی اينرسی 

 (2 - 131 )  ))(sin().().( 1

2

2

2

111 quumamvamv P

R

R

RP

P

P
 



  (2 - 132 )  )2))(((sin).().( 2112

22

1

2

22 uuqmuLmqmamvamv PRP

R

R

RP

P

P
 




 خواهد بود با:  برابر Rمربوط به دوران جرم غير متمرکز  يافتهميمتعو نيروی اينرسی  

 (2 - 133 )  0
~

1 RR M



 

 (2 - 134 )  
2

2
2

2 )(sin
3

~
u

Lm
M RRR 


 

 
 برابر خواهد بود با: يافتهتعميمبا جمع کردن اثرات چهار عبارت فوق مجموع نيروهای اينرسی 

 (2 - 135 )  ))(sin( 1

2

2

2

1

*

1 quumF P  
 

 (2 - 136 )  )2)
3

4
)(((sin 2112

2
2

1

2*

2 uuqmu
Lm

qmF P
R

P  
 

نيروهای موثر را حساب کرد. تنها نيروهای موثر در نظير  يافتهتعميممرحله بعد بايد نيروهای در 

 باشد. برای گشتاور وارد شده:و نيروی وزن جرم لغزنده می Tحرکت گشتاور خارجی 

 (2 - 137 )  
1̂sTM T 



  (2 - 138 )  
1212
ˆˆ susqT  




  

 (2 - 139 )  01 
T




  (2 - 141 )  
12 ŝ

T




 محل اعمال وزن همان مرکز جرم و همان سرعتهای جزيی را دارد: 

 (2 - 141 )  
1

_ ŝgmR p

PW 


 برابر خواهند بود با: يافتهتعميمو نهايتا نيروهای  

 (2 - 142 )  )cos(.. _

111  gmRvMF p

PWpTT




  (2 - 143 )  TRvMF PWpTT
 _

222 ..



 د:بدين قرار خواهد بوبنابراين پاسخ بخش الف مثال يا معادلات حرکت  

 (2 - 144 )  )cos())(sin(:1 1

2

2

2

1  gquur  
 

 (2 - 145 )  Tuuqmu
Lm

qmr P
R

P  )2)
3

4
)(((sin:2 2112

2
2

1

2 
 

نيروهای قيدی را محاسبه کرد. منظور از نيروهای داخلی يا قيدی طبق در مرحله بعد بايد 

به عبارت ديگر در انرژی شوند و يافته ظاهر نمیتعريف نيروهايی است که در معادلات نيروهای تعميم
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اشان بين محل اعمال عمل و جابجايی نسبی مثال نيروهای قيدی داخلیشوند. به طور سيستم وارد نمی

 است. شانيا اينکه عمود بر راستای خودو العملشان صفر است عکس

)زيرا چنين کاری  برای آن که بتوان اين نيروها را حساب کرد بايد فرض کرد که به طور مجازی

دهد و ر صفری در راستای آنها روی میجابجايی نسبی غي کند(قيدهای حاکم بر حرکت را نقض می

ای آن نيروها به همراه ديگر سپس معادله حرکت نظير آن جابجايی را حساب کرد. در چنين معادله

معادلات  خراجشود. پس از استهای حقيقی و مجازی سيستم ظاهر مینيروهای موثر و نرخهای مختصه

های مجازی را بايد صفر گذاشت و در ط به مختصهمربو (يافتهتعميم)نرخ سرعتهای  سرعتها و شتابهای

های حقيقی و نيروهای اند بر حسب مقادير مختصهنتيجه نيروهای قيدی که در اين معادلات ظاهر شده

ها طبق معادلات خطی شتابگيری خود تابعی از شوند. از آنجا که شتابهای مختصهموثر محاسبه می

 ،و زمان هستند (يافتهتعميم(، سرعتها )سرعتهای يافتهيمتعمهای )مختصه نيروهای موثر، موقعيت

 توان بر حسب تابعی از نيروهای موثر، موقعيت، سرعتها و زمان محاسبه کرد.نيروهای قيدی را نيز می

روشهای ديناميکی حساب تغييراتی قابل  یکه برای تمام) را پروسه فوقتوان در روش کين می

از آنجا که در روش کين نوعا معادلات تعادل )با احتساب نيروی اينرسی . کرد ترساده ( کمیاعمال است

)برای  شوندحل می (Virtual Displacement)روش جابجايی مجازی به عنوان يک نيروی خارجی( از 

کافی است که فقط نظير  (شوندها محاسبه میروی سرعت جزيی نوعا ازهای جابجايی مولفه اينکار

های نظير آن در محل اعمال جزيیتعريف شود و سرعت يافتهتعميميک سرعت های مجازی جابجايی

اين اضافی نيست و اثر  يافتهتعميم. در طی اين روش نياز به تعريف مختصات نيروها محاسبه شوند

آيد، روش که در ادامه می ،مثال د. حل بخش بشنخواهددر نيروهای اينرسی وارد  سرعتهای مجازی

 را روشنتر خواهد ساخت.مورد استفاده 

 وجود دارد. (R,P)و  (S,R)، (B,S)سه تماس . کنيمابتدا نيروهای قيدی حرکت را نام گذاری می

نماد  شودبق قرارداد فرض میانتقال پيدا خواهد کرد. ط Mو گشتاورهای  Rدر هر تماس نيروهای 
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21
BodyBody ده نظير اثر نشانگر اين است که جهت نيرو )گشتاور( وار

1
Body  به

2
Body همچنين  باشد.می

21نماد  BodyBody
X نشانگر مقدار نسبی کميتX جسم

2
Bodyکميت بهX جسم

1
Body باشد.می 

 دهد:نتيجه می Pودن جرم نقطه ای ب

 (2 - 146 )  0PRM


 همچنين با فرض عدم وجود اصطکاک نيروهای قيدی به قرار زير خواهند بود: 

 (2 - 147 )  
3322
ˆˆ rRrRR

PRPRPR  


  (2 - 148 )  
3322
ˆˆ sMsMM

SBSBSB  


 ، اگر فرض شود:Oهمچنين برای تماس در نقطه  

 (2 - 149 )  
332211
ˆˆˆ sRsRsRR

RSRSRSRS  


 شود:نتيجه می Sکردن محور  فرضبا توجه به بدون جرم  

 (2 - 151 )  sRsRsRRR
SBSBSBRSSB ˆˆˆ

32211

 


  (2 - 151 )  
131211
ˆˆˆˆ sMsMsTRrMsTM

RSRSSBOBSBRS  


 
 OBr

 بردار واصل نقطه :O  مرکز ياتاقان بهB برابر با: و 

 (2 - 152 )  
1̂slr OB 



 شود:( نتيجه می 515 – 2در نتيجه از رابطه )  

 (2 - 153 )  RSSBSBSBRS
lRMlRMM


 32322

  (2 - 154 )  RSSBSBSBRS
lRMlRMM


 23233

تمام نيروهای (  548 – 2( تا  )  544 – 2مجهول معادلات )  4بنابراين با معلوم بودن مقادير  

های مساله از ميان اين مجهولها مقادير با توجه به خواسته قيدی مشخص خواهد شد.

RSSBPRRS
RRRM


 1132 اضافی  افتهيتعميمسرعت  3بايد محاسبه شود. نظير اين سه نيرو  ,,

 شود.تعريف می

SBبرای محاسبه 
R



 يک سرعت عمودی داشته باشد: Sشود که شافت فرض می1

 (2 - 155 )  0

1313
ˆˆ vsusuvv BS 


RSهمچنين برای محاسبه  
M



نسبت به يک سرعت دورانی اضافی  Rشود که ميله فرض می 2

 :داشته باشد 2sدر راستای  Sمحور 

 (2 - 156 )  
241224
ˆˆˆ sususuSR 
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PRبرای محاسبه  و نهايتا
R



 Rنسبت به ميله اضافی  خطیيک سرعت  P ذره شود کهفرض می 3

 :داشته باشد 3rدر راستای 

 (2 - 157 )  
3511
ˆˆ ruruvPPR 



 
 RPای از ميله : نقطهR  که باP  نقطه متناظر( تماس داردP ميله  رویR.) 

 PP
vR
 سرعت نسبی ذره :P  نسبت بهRPسرعت نسبی(   نقطهP  روی جسمP  با جسمR.) 

اضافی بايد سرعتهای محل اثر نيروهای فعال، اينرسی و  يافتهتعميمپس از تعريف سرعتهای 

 Rشده مجددا محاسبه شود. برای ميله تعريفاضافی  يافتهتعميمقيدی مطلوب با در نظرگرفتن سرعتهای 

 خواهيم داشت:

 (2 - 158 )  
342131
ˆ))cos()(sin(ˆ)ˆ( ruuLsurLvv RSR  



 جسم لغزنده:برای  

 (2 - 159 )  
34211311
ˆ))cos()(sin(ˆ)ˆ( ruuqsurqvv RSPR  



  (2 - 161 )  
354211113
ˆ)))cos()(sin((ˆˆ ruuuqrusuvvv PPPP RR  



 ( آمده است: 5 – 2در جدول ) خلاصه نتايج  ايد سرعتهای جزيی را محاسبه کرد.حال ب 

 

 

 

 .حل مثال چهارمبرای از محاسبه سرعتهای جزيی مورد ني  (:  1 - 2)  جدول

R=5 r=4 r=3 نيروهای متناظر مورد بررسی سرعت 

0 0 0 S

rw


 TM


 
0 0 

1̂s S

rv


 SBR 


 
0 

2ŝ 0 R

r

S w


 RSM 


 
0 

2ŝ 0 R

rw


 RM

~

 
0 3̂)cos( rL  

1̂s R

rv


 RWR RR _,
~ 

 

3̂r 0 0 P

r

P
vR


 PRR 


 

3̂r 31
ˆ)cos( rq  

1̂s P

rv


 PWP RR _,
~ 
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هم نيروی موثر خواهد شد و  Rميله شده نيروی وزن فرض  به خاطر سرعتهای اضافیاز طرفی 

 بايد وارد معادلات شود:

 (2 - 161 )  
1

_ ŝgmR R

RW 


را بدين قرار محاسبه  يافتهتعميمتوان نيرويهای با معلوم بودن تمام سرعتهای جزيی مورد نياز می 

 کرد:

 (2 - 162 )  
)ˆ.()ˆ.()ˆ.()ˆ.(

)ˆ.()ˆ.(

3322111

11

rRvsMwsRvsgmv

sTwsgmvF

PRP

r

PRSR

r

SSBS

rP

P

r

S

rR

R

rr

R









 
 شود:با جاگذاری مقاديرسرعت جزيی در رابطه فوق نتيجه می

 (2 - 163 )  )(13 RP

SB
mmgRF 



  (2 - 164 )  RS
MF


 24

  (2 - 165 )  PR
RF


 35

 اينرسی نيز برابرند با: يافتهتعميممقادير نيروهای  

 (2 - 166 )  RR

r

RR

r

PP

rr MRvRvF
~

.
~

.
~

.*




 شود:با جاگذاری مقاديرسرعت جزيی در رابطه فوق نتيجه می 

 (2 - 167 )  
1

*

3 )cos( umF P


 
 (2 - 168 )  )2)

3

4
)((cos()sin( 2112

2
2

1

*

4 uuqmu
Lm

qmF P
R

P  
 

 (2 - 169 )  )2)(sin( 2121

*

5 uuuqmF P  
توان نيروهای قيدی را در معادله کين می يافتهتعميمهای رابطه نيروي 3با جاگذاری اين روابط و  

 بدين قرار محاسبه کرد:

 (2 - 171 )  
111 )cos()( ummmgRR PRP

RSSB 


 
 (2 - 171 )  )2)

3

4
)((cos()sin( 2112

2
2

12 uuqmu
Lm

qmM P
R

P

RS


 
 

 (2 - 172 )  )2)(sin( 21213 uuuqmR P

PR


 
توان با استفاده از معادلات شتابگيری )که نسبت می  نياز ر صورتقبلا گفته شد، دهمانطور که  

 را حذف کرد. ruخطی هستند( در روابط فوق  ruبه 

اگر چه در اين مرحله مثال تماما حل شده است ولی برای تکميل بحث روش محاسبه بقيه 

های باقيمانده مجددا تعدادی سرعت نيروهای قيدی نيز ذکر خواهد شد. کافی است به ازا مولفه
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SBSBPRRSمجهول  مولفه 4برای  تعريف شود. يافتهتعميم
RRRM



3223 اضافی  سرعت 4 ,,,

 شوند:ديگر بدين قرار تعريف می يافتهتعميم

 (2 - 173 )  
372613

0 ˆˆˆ sususuvvv SSB 


  (2 - 174 )  
384123824
ˆˆˆˆˆ sususususu RRS  



  (2 - 175 )  
352911
ˆˆˆ rururuvPPR 



ا شده بايد سرعتهای جزيی رپس از محاسبه سرعتهای اجزا با در نظر گرفتن سرعتهای اضافه 

 را بدين ترتيب محاسبه کرد: يافتهتعميمتوان نيروهای مجددا حساب کرد و در اين حالت کليتر می

 (2 - 176 )  
).().().()ˆ.(

)ˆ.()ˆ.(
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 شود:با جاگذاری مقادير سرعتهای جزيی در رابطه فوق نتيجه می

 (2 - 177 )  SB
RF


 26

  (2 - 178 )  SB
RF


 37

  (2 - 179 )  )sin()( 128 LmqmgMF RP

RS




  (2 - 181 )  )sin(29 P

PR
gmRF 



توان آنها را شوند و می(محاسبه می 566 – 2اينرسی از همان رابطه )  يافتهتعميمنيروهای  

 مجددا محاسبه کرد. به طور مثال:

 (2 - 181 )  )2)(sin( 2112

*

9 uuqumF P  
با استفاده از دو رابطه  توان نيروهای قيدی را از رابطه کين محاسبه کرد. به طور مثالمی نهايتا 

 :شودقبلی نتيجه می

 (2 - 182 )  )2)(sin( 21122 uuqugmR P

PR


 
توان گفت که با بنابراين کليه نيروهای قيدی قابل محاسبه هستند. در جمع بندی اين مثال می 

مجازی نيروهای قيدی را  يافتهتعميمتوان با اضافه کردن تعدادی سرعت روش کين به سادگی می

اضافی و  يافتهتعميمانژ نيازی به اضافه کردن مختصات محاسبه کرد. برای اين کار بر خلاف روش لاگر

توان گفت که روش در نتيجه می عادلات قيدی نظيرشان نيست.با م آنهامعادلات حاصله از حل همزمان 

 کين از جهت محاسبه نيروهای داخلی کاراتر است. 
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بها محاسبه شوند و شود که از روشهايی مثل لاگرانژ يا کين ابتدا شتاالبته به طور کلی سعی می

سپس با معلوم شدن نيروهای اينرسی از معادلات تعادل نيروهای قيدی محاسبه شود. روش کين به اين 

اما يک فرق اساسی  .تر استديدگاه نزديکتر است و به همين دليل محاسبه نيروهای قيدی با آن ساده

. در روش کين با وجود دارد در محاسبه نيروهای قيدیبين روش معادلات تعادل عادی و روش کين 

از ديگر توان يک نيروی قيدی خاص را مجزا می ،باشدکه محاسبه سرعتهای جزيی می ،اسلوب خاصی

اما در روش حل معادلات تعادل معمولا بايد دستگاهی متشکل از تعدادی  نيروهای قيدی محاسبه کرد.

نظر هم در آن ميان محاسبه شود و  ردتا يک نيروی قيدی مو ،به طورکلی حل کرد را قيدینيروهای 

 مخصوصا اگر يک زنجيره بسته وجود داشته باشد اينکار بسيار پيچيده خواهد شد.


